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3. Spo£t¥te integrál

∫ 2π

0

sin2 x

5− 3 cosx
dx. (9 bod·)

Nápod¥da: pouºijte substituci z = eix.

�e²ení:

Pouºijeme substituci z = eix. Potom cosx = 1
2 (z +

1
z ) a sinx = 1

2i (z −
1
z )

a dx = 1
izdz. Po dosazení dostaneme

I =

∫ 2π

0

sin2 x

5− 3 cosx
dx

=

∫
γ

(
1
2i (z −

1
z )
)2

5− 3
2

(
z + 1

z

) · 1
iz
dz

=

∫
γ

−z4+2z2−1
4z2

−3z2+10z−3
2z

· 1
iz
dz

=
1

6i

∫
γ

z4 − 2z2 + 1

(z − 3)
(
z − 1

3

)
z2
dz

= i2π · 1
6i

(
Res(g, 13 ) + Res(g, 0)

)
.

Zde jsme ozna£ili g(z) =
z4 − 2z2 + 1

(z − 3)
(
z − 1

3

)
z2

a γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π].

Pól v 1
3 má násobnost 1 a tedy

Res(g, 13 ) =
z4 − 2z2 + 1

(z − 3) z2

∣∣∣∣
z=

1
3

= −8

3
.

Pól v 0 má násobnost 2 a tedy

Res(g, 0) =

(
z4 − 2z2 + 1

(z − 3)
(
z − 1

3

))′ ∣∣∣∣
z=0

=
2
(
3z5 − 15z4 + 6z3 + 10z2 − 9z + 5

)
3(z − 3)2

(
z − 1

3

)2 ∣∣∣∣
z=0

=
10

3
.

Celkem tedy dostáváme

I =
π

3

(
−8

3
+

10

3

)
=

2

9
π.

1



4. Uvaºme distribuce Sn, Tn ∈ D′(R), n ∈ N, de�nované pro ϕ ∈ D(R) jako

〈Sn, ϕ〉 =
∫ π

−π
n
∣∣∣sin x

n

∣∣∣ϕ(x) dx, 〈Tn, ϕ〉 =
∫ ∞
−∞

n

1 + (nx)4
ϕ(x) dx.

(a) Spo£t¥te S′n.

(b) Spo£t¥te limitu posloupnosti S′n + Tn ve smyslu konvergence v pro-
storu D′(R).

(9 bod·)

�e²ení:

Platí (podle vzore£ku z p°edná²ky, p°ípadn¥ aplikací per partes)

〈S′n, ϕ〉 =
∫ π

−π
sgn(sin x

n ) · cos
x
n · ϕ(x) dx+ (n| sin(πn )| − 0)ϕ(−π) + (0− n| sin(πn )|)ϕ(π).

Tedy S′n = Tfn + n sin(πn )δ−π − n sin(
π
n )δπ, kde jsme ozna£ili

fn(x) = sgn(sin x
n ) · cos

x
n · χ[−π,π].

V²imn¥me si rovn¥º, ºe fn → sgn ·χ[−π,π] =: f

Dále platí (limitu a integrál zam¥níme pomocí Lebesgueovy v¥ty - majo-

ranta ||ϕ||∞χ[−π,π], dále pak pouºijeme limitu lim
x→0

sinx

x
= 1)

S′n
D′(R)→ Tf + πδ−π − πδπ.

Alternativn¥ je moºné si uv¥domit, ºe Sn
D′(R)→ Th, kde h(x) = |x| ·χ[−π,π]

a pak spo£ítat (Th)
′.

Pro posloupnost Tn pouºijeme podobn¥ Lebesgueovu v¥tu s majorantou
||ϕ||∞ 1

1+x4 a dostaneme

〈Tn, ϕ〉 → ϕ(0)

∫ ∞
−∞

1

1 + x4
dx.

Poslední integrál spo£ítáme nap°íklad pomocí reziduové v¥ty (a Jordanova
lemmatu)∫ ∞
−∞

1

1 + x4
dx = i2π

(
Res

(
1

1 + x4
,
1 + i√

2

)
+Res

(
1

1 + x4
,
−1 + i√

2

))
=

i2π

4
√
2
(−1− i+ 1− i) = π√

2
.

Celkov¥ tedy dostáváme

S′n
D′(R)→ Tf + πδ−π − πδπ +

π√
2
δ.

2


